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ВВЕДЕНИЕ. 


В курсах астроном и геодезии часто приходитея ка- 
сатьел вопросов чнето практического характера, п обычно те 
нли другие заключения на основании теоретических выводов 
можно сделать, лишь пользуясь наблюдениями н измеренилми. 
Однако все измерения физических, геодезических и астроно- 
мических величии: длин, углов и проу., инкогда ие бывают 
свободны от опгибок, в той или иной степени могущих 1по- 
влиять на конечный результат данного исследования. Чтобы 
освободить наблюдения от подобных ошибок, а танже иметь 
представление о точноети получаемых результатов, нам необ- 
холимо эти ошибки изучить и по возможности уменьлить их 
злияние на результат. В иастоящем курсе и будут изложены 
практическне методы исследования ошибок наблюдений 
и их учета. Математическое обоенование этого вопроса 
излагается в Теории Вероятностей; мы здесь не будем изла- 
тать основных теорем этого отдела математики и обратом 
внимание лишь на практическую сторону вопроса. 


|. Систематичесвие и случайные ошибви. 


Ошибки наблюдений могут быть двоякого рода: снсте- 
матичесвие и случайные. 

Систематическне ошибки всегда схедуют известным 
законам, инх можно учесть путем предварительного изучения, 
благодаря чему результат может быть исаравлен назеличину 
найденной систематической ошибки. Этот первый класе ошибох 
разделяется з свою очередь на: а) инетрументальные, Ъ) личные 
и ©) теоретические ошибки. Иногда эти ошибки удается исьто- 
чить, располагая н комбинируя известных образом наблодения; 
в иных же слузаях влияние этих ошибой на результат может 


бить учтено. 


= 


Е 


Инструмелтальные ошибки легко принять во 
внимание, если предварительно изучить ирибор, помощью 
которого производится наблюдение или измерение. Напрн- 
мер, при определенви длины мы употребляем пекоторый 
эталон, который можег быть оптибочен, и тогда во все наши 
измерения вкрадется опгибна; однако, если мы предваритезьно 
«равним его с нормальной мерой и определим ноправку упо 
требляемой меры, 10 этт поправку, конечно, легко будет 
ввести в результат измерения. К, таким-же ошибкам относате 
холлимацнонная ошибка астрономических инструментов, ко. 
торая особым расположением наблюдений легко может бы 
исключена. Еще можно указать целый ряд других инстру 
ментальных ошибок, которые изучаются в курсах практи 
ческой астрономин и геодезии, Таковы, например, систематн. 
чесине ошибки микрометрических винтов, ошибки деления 
кругов и т. и. 


Личиыми ошибками или личным уравнения 
называттел оптибки, заключающиеен в том, что два лнЦ 
не одинаково производят одно и то-же измерение. Так, на 
пример, прохождение звезды через среднюю нить наесаясное 
инструмента определяется разными наблюдателями различно, 
Эту ошибку легко иайти путем совместных наблюдений двум 
наблюдателями, Разпица между их определениями может бы 
довояьно больпой, но она почти постоянна и менлетея тольз 
после большого периода, почему ее время от временн ири 
ходится определять снова. Личные ошибки завиент от на 
строения и состояния духа наблюдателя, и ногому ироизво 
дить наблюдения и измерения падо ири спокойном еостолни! 
иаблюдателя, так как только ври таких условиях личн: 
отибка может считальея постоянной. 

ичные ошибкн ветречаютгся в теодезии, папр., при изм 
ренни горизонтальных углов: з отсчетах лимба помощью ми: 
кроскопа, когда требуется поместить штрих лимба но середин! 
между нитями, различные наблюдатели наводят пити различно 
один слегка переводит, другой не доводит, причем эта опитбк: 
У одного наблюдателя не меняется, оставаяеь систематическо) 


и = 


Существование третьего класса ошибок, теорети- 
ческих, зыяенем на таком примере. Мы могли бы и пе 
знать, что луч, проходя через атмосферу, преломляется, и в 
таком случае определяли бы по высотам звезд итироту места, не 
учитывая рефранции; наблюдал звезды на различных зенит- 
ных расстояниях, то есть с различной рефракцией, мы полу- 
чили бы различные значения широты, прн чем ошибка могла, 
бы быть найдена, если бы мы расположили наблюдения по 
возрастакащим или убывающим зенитным раестояниям звезд. 
Открытие Нентуна гакже было основано на изучении сиетема- 
тичееких разностей между наблюдеиными и вычисленныхит 
положениями Урана. Подобным же образом была открыта абер- 
рация света и т. п. Если обнаружена систематнчность онп:- 
бок, остается только искать их причину. 

Совершенно нначе обстоит дело се ошибкамн елучай- 
ными. Если мы измеряем, скажем, какую инбудь длипу пе- 
сколько раз, то зы получаем каждый раз различные числа, хотя п 
мало, ио все же отличные друг от друга на некоторую величнну, 
при чем мы оптибаемен то з ту, то в другую сторону, и таких 
образом знак отклонения предугадать виеред никогда нельзя. 
Тем не менее, есхи измерений произведено очень злого, тах 1то 
можно считать, что они подчиняются закону больших чисел, то 
теория веролтностей дает нам возможность в значительной мере 
ослабить влияние случайных ошибок иа результат измерений. 

Замечено, что при большом числе измерений для елу- 
чайных ошибок имеют место следующие законы: 

1. Случайные ошибин как ео знаком пЯюе, так п ео 
знаком минуе, но равные но абсолютной зеличине, эстречаюгся 
одинаково часто. 

2. Случайные ошибки всегда заключаются в некоторых 
пределах от-ф-с до— с. 

3. В этих пределах (от-нс 40—06) при достаточно 
большом ряде наблюдений случайные ошибки изменяются 
виолне плавно. 

4. Чем больше абсолютное значение ошибии, тем реже 
она встречается. 


— в —- 


Приведем здесь пример. заимствованный из определеинй 


Брадлеем разности прямьх восхождений солнца и одной звезды, 
` 


Общее число Число полой Чиело отриц. Пределы 
ошибок. ошибок. ошибок. о 50 
152 91 9% 00 02 
136 65 63 02 04 
81 38 44 04 0.6 
40 20 20 и.6 03 
и 8 $ 0.8 10 


и восемь ошибок было больше 1.0. 


Мы видим, что все вышеуказанные закопы этой таблице 
подтверждаются. 


точности. 


Обратимся текерь в теории случайных ошибок. Полсжны, 
мы измеряем пехоторую величину х. Благодаря ошибкам на- 
блюдений мы ири каядом измерении получаем вэличины не- 
сколько отличные от 2. а именно: 


Е В Не. 


Отклонения каждого пзмеренвя от истинной везнчнны 
обозначим буквами 


а 
Тогда будем иметь такие соотношения: 
ОЕ 5 № , о =, (1) о 


Вак получить из этих уразнений версятнейлиее значение 
измеряемой зеличивы 2? Обычно за вероятнейшее значение 
величины 2 иринимают такое, ири котором е ума квадра- 


тов д-йствительных ошнбок А будет нанмень- 
шей, т. е. 


‚А = шаишин.. ..... (2) 


= 
Так как каждое А сеть функция от х, именно; 
А=И— 0: , = 08 + А5=1—0: › 


то для того, чтобы выражение (2) было иаименьшим, но пра- 
вилам дифференциального нечисления должно быть выполнено 
условие: 


ЧА ЗАл ЧА» 4: и 
- >: 4х -- А» Че ПРЕ Че о Че =0.. (3) 
Но мы пмеем: 


ЧА: А: ЧА; И. 


ПА ЗЕЕ НЕА 
= 


ро ы «А: 
Тогда, подетавяня в (3) вмеето \;-и 4: ИХ значения 


#—0 и— 1, получим 
дв в+. в 
Е 5 


Это есть среднее арифметическое из всех определений. 
Конечно, правильнее было бы пиеать 


Е фе -е--. 4 
5 * 


так как мы все таки получили ие истниную величину 2, 


а лишь вероятнейшее ее значение 0. Если принять обозна- 
чение Гауеся: 


О В 20: = [97 


то имеем: 


Че а [45] 
т...) 


Итак за вероятиейшее значение измеряемой величины 
мы принимаем среднее арифиетическое нз всех определений, 


при чем мы нолагаем, что вее 4: измерены © одинаховой 
точностью. 


= 


3. Средняя нвапратичная ошибна одного измерения 
и онончательного результата. 


Нам важно знать не толь:о вероятнейнее значение изме- 
ряемой величины, но и стенень доверия кап в каждому от- 
дельному измерению 11, 0>, 03... -»› Тан ин п опонча- 
тельному результату (). Для этого введем понятие о сред- 
ней квадратичной ошнбкс. 

Среднюю» отибку с одного ваблюления фт, >, (3. -- 
ириннмают равной 


Е Е 


или по Гаусеу: 


Еели бы. мы характеризовали срехнюю озииоку, как сумму 
отклонений, деленнтю на чиело паблюдепий, то эта ошибка 
не могла бы мам дать понятне о точности нзмерений. Лей- 
слвнтельно, отдельные отьлонения при неточных наблюдениях 
могли бы быть большими ло абсолютной величине, но, встре- 
чаяеь е противоположными знаками, при суммировании в чи- 
слителе дали бы малую величину, и мы иолучиян бы пре- 
вратное понятие о точности наблюдений. Поэтому и принято 
характеризовать точноегь наблюдений средней квадра- 
тичной ошибкой, где уже не играют ролн эмани откяо- 
нений отдельных наблюдений. 

Возьмем два ряда измерений одной н той же дшны. 
Нусть в этих рядах ошибки измерений выражаются чнелаун: 


пля первого ряда + 5, 2, +3, -—т 
„ Второго ‚„ — 10, 0 15, — 8, —2 м. 


Изиерення первого ряда, очендио, точнее измерений 
второго ряда; однако простое суммирование отклонений, пря- 


8 1 
цшлешии на чиело измерений, дает в первом ряде РУ 


а втором 0. Средние же квахратичные ошибки получаются 
для первого ряда: 


для второго ряда: 


/ 10? да 22 
=У 10-0-1532 9.4. 
5 
откуда и видим, что измерения первого ряда точнее второго. 
Так как величины А:, Аз, Аз. . -: . - Нам неповестны, 
то ню формуле = 
„- 


ву | 


ы 


средняя ошибла не может быть вычислена. Иайдем зависи- 
мость = от величин, нам известных. Установим прежде всего 
связь между ошибкой среднего арифметического (/ и отибкой 
одного наблюдения. Оредияя артфыетичеекая ‹ не будет 
воянчиной нетинной, положим, ч1о опа определека © неко- 
зорой олтибкой Ё, т. е. 


т=9--Ё ши И=и— 4}; 


очевидно, что Е определится следующим образом: 


г : 


и ао "РРР Е. 


или 


Е 


к 


Е=и—1 ЕЕ 523 = 000 


теюда имеем: 


ее 
но 
Ге -НА РА. м 
-= 2 (А. А-- АРА. о А-а. .). 
Член, стодщий в скобках, но первому закону случайных 
оптибок, если измерений произведепо дейетвительно миого, 


равен нулю или близок к нему. Преиебрегая этим членом, 
имеем: 


а 
так как а==Е] 


Отсюда получаем: 


зЗР== , = ы ; = т) 
Пишех „без двойного знака, так как двойной 


знак завлючаетсл уже в =. Итак мы нашли зависимость между 
средней ошибкой = одиото измерения и ошибкой Е окончатель- 
ного результата или среднего арифметического из отдельных 
наблюдений. 

Иногда еще рассматривают не средние онибки @ н =, 
а вероятные ошибки В и 7, выражаемые таким образо: 


7 =, Е Н 


Входящие в выражения (5) и (7) величины А; в дей- 
стапзельностн нам иеизвестны. Постараемея заменить их какими 
нибудь известными величинами, Положим, что мы произвели 
ряд нзмерений величины х с одннаковой точностью. Каждое 
наблюдение дало нам следующие результагы. 


1 . {2 В 93 - - - 


ее 
с соответствующими откдонениями от ветииной величипы 
\ , 5 ‚ №. % 
Вероятнейшая величина 4 есть среднее арифметическое 
из всех измерений: 


ое: 5:8 [1] 
= > не 


Ошибка этого 0 по нашему опредежению будет Е=< — 6, ис 
А.=5-—@ , АА=Я— 4%... - 5 =Я— 0: .. . (8} 


Откхонения отдельных измерений от среднего арифмети- 
ческого обозначим буквами ел 


А-а › 0 фа. ==... (9) 


Эти величины мы уже можем вычислить, тах как 0;ид 
суть величины нам известные. Подставляя в (8) величины (и, (>... 
. . . 0 13 (9), имеем: 


Мия — 9; Аа=-—90,... \=9-7—0 


или 
Ма у АИ, АНА 
так как Н=9-—0- 
Ззозвышая последнне выражения \; в квадрат, находим 
2 О ь 
А, = а 2 И Ел, 
2 2 
№2 В+ Е 
на авье 
‚=, 24 -р- РА, 


Складывая почленно эти разеиства, получаем: 


МЕ .. А -е-6 
+2 Е (и -е--. 9.) 


или - 
У =] Вр. 4... 00) 


Очевидно, отклонения от среднего арифметического о 
при большом чнеле наблюдений обладают всеми свонствами 
«лучайных ошибок, то есть всумме га 1 59-Е... - 8. 
должно ветретитьсн одинаковое число значений ©; как со зна- 
ком плюе, так и со знаком минус. Поэтому сумма |*;] нлЕ 
равна нулю нли очень близка в нему при большом числе 
наблюдений. Следователью, этим членом в выражении (16} 
можно пренебречь. Тогда получим: 


== [+] 
но по формулам (5) и (7) имеем: 
[ А; ] п = 


Отсюда получаем: 


[а ]-5 = шаль 6—1" =|/] 


р 
и = №1 
=—1 


В носледнюю формулу входят только отклонения и, ст- 
дельных пзмерений от среднего арифметического и число на- 
блюдений $, и таким образом средняя оптбка = выражена 
теперь в зависнмости от известпых нам величин. 

Вероятная ошибка будет равна: 


Средняя ошибка окончательного результата выразится 
формулой: 
Я 
в==у [1 


515—1) 


ПЕ 


ля вероятной ошибки среднего арифуетического будем 
инеть выражение: 


Все зи выводы сделаны в предиоложенни, ч10 число 
‘ваблюдений доетаточно велико; те же формулы применяются 
з при еравнительно небольшом чнеле наблюдений, но это 
делается аишь потому, что у пас нет другого ередетва опре- 
делить среднюю оцтбку при иеболышом числе наблюдений, 

Прнведем примеры на нзложейную теорию: 

1. Из астрономических наблюдений определен шесть раз 
азимут одной н той же стороны тригонометрической сети. 
Найти вероятнейший результат и его среднюю оптибиу: 


Результат намер. (г: я Гы 315160 
р ы 5: ] а 
609 2’ 35”.6 [1 2.59 т = 18188 

42 10.3 106.09 | 9= =0.8392 
21.6 — 68 89.69 | 9 Ув ==0.8591 
21.0 —12.0 166.41 | 9ЁЕ = 0.5501 


33.2 — 09 0.49 
41.5 19 62а | 


60° 2' 33”.9 81:95 


Средняя и вероятная ошнбки одного измереиня равны 


:-=У 


ошибки среднего арифметического будут 1” == 


25 5”.8. Средняя п вероятнаи 


ЕЕ: 


5 
В === #".з. Бероятнейшее значение азимута есть 


60° 2 533.9 == 85. 


т М 


. Одних и тем же ипетрументом измерена зтирота 
ПА десять раз. 
Найти веролтнейшее значение широты и его среднюю 
ошибку. 


о 
59° 46’ 18"7 —0.1 0.01 
18.4 —04 0.16 2=33/ 466 ул: 
19.4 0.6 0.36 


11.9 —09 ор —-Е 0.25 
из 

20.1 1.3 1.69 

18. — 0.1 0.01 Пероягнейшее значение 


широгы Нулкова есть 


7 
19.0 0.2 0.04 59° 467 18.830”. 
18.5 —0.3 0.09 
11.8 — 10 1:00 
19.5 0.7 0.49 


59° 46’ 18”.3 4.66 


4. Понятие о весах наблюдений и измерений, 


До сих пор мы говориян о паблюдениях, сделанных 
< одинаковой точностью. Но на практике нередко ветре- 
чаются наблюдения и измерения различной точности. В этом 
последнем случае предыдущие формулы уже ве применимы, и 
нам ирницетел ввести понятне о весах отлельных наблюдений 
и измереннй. 

Приведем прнмеры наблюдений н измерений, имеющих 
различную точность. Положим, что один и тот же наблюда- 
тель определяет широту места равличнымн способами: один 
раз универсальным инструментом по снособу Певцова, другой 
раз тем же инструментом из измерений зеннтных расстояний 


К 


какой пибудь звезды вблизи меридиана, третий раз пассажным 
янструментом, устаповленным в первом вертикале, Каждому 
из этих способов свойслвениы свои ошибки, и потому вее этн 
результаты будут иметь различную точность. 

Для второго примера возьмем такой случай. Два набяю- 
дателя определяют шнроту места по одному и тому зе епо- 
собу, и каждый из них получил охннаковое число определений. 
Однако средиее арифметическое из них для кажлого иаблю- 
дателя бущет иметь различную точность, так вак оба набзю- 
натедн в еилу евонх индивидуальных свойств замечают мо- 
менты ио хронометру, биссецируют звезду нитью, делают 
отечеты на разделенных кругах и т. п. не © одичаковой 
точностью. 

Для третьего примера положим, что один наблюлатель 
систематически в течение нескольких лет нодряд определяет 
итнроту места по одному и тому же епособу и для каждого года 
выводит среднее арифметическое значение из всех онреде- 
дений. Но в первый год он еделал, скажем, 150 определений, 
во второй только 100, в третнй 205 п т. д. В таком случае 
очевидпо, что определения каждого отдельного года будут 
иметь различную точноеть или различный вес, и если жела- 
тельно затем по этим опредехениям получить общий оконча- 
тельиый результат, то для этого надо установить особые пра- 
виза. 

Перейдем тенерь к теоретическому определению понятия 
0 весах. 

Положим, что мы имеем 8 рядов иаблюдений некоторой 
зедичины (, а пменно: 


Ряды. т п МЕ 
Значения величнный. . 7 ий ИЕ = 
1х средние ошибки ... 21 =а В ее 


Введем некоторый фиктивный ряд наблюдений той же 
величины (. н нусть средняя ошибка каждого наблюдения 
Этого фиктивного ряда равиа =. 


— 1 = ' 


о 
Допустим, что надо взять р, паблюдений ряда А, чтобы 
получить результат 4: ©о0 средней ошибкой =, так что 


м" 


блюдений того же фигхтивного ряда, чтобы получить результат 


. Точно ташже положим, что надо взять р» на- 


Ча <0 средней оибкой =., Так что 52 == та ит. д. Очевидно, 
р 
мы можем написать -. 
Е, д: У мо Ум... 90 
Числа р, 0 23... 28, Шоказывающие, сиолько 


наблюдений фиктивного ряда надо взять, чтобы получить ре- 
зультаты 16 4 8... - 60 среднимн ошибками = 
=... . Называются весамн чаблюдений соответетвенно 
рядов Г ПШ... ..8 

Из формулы (11) еледует: 


ФР: 22 3 


Это значит, го веса обратно пропорциональны квадра- 
там средних опгибок. Что принять за единнпу веса, зависит 
от нае: эга единица пронзвольна, так как формула (11) дает 
нам лишь отношение весов, и сели мы все члены этой фор- 
мулы помножим на какой нибудь произвольный множетель 
У, тле #— некоторое целое чнело, то очевидио, что числа 
Кр Кр» Юз - : - - - Из также бугут весами наблюденнй 
рндов 1, П, Ш... .. 8. Весьма удобно, еели не тре- 
буетея особой точности, выражать веса целыми чиелами. 


5. Определение вероятнейшего значения исномой вели- 
чины из измерений различной точности, 


Найдем веронтнейшее значение искомой величины из 
измерений различной точноети, Положим, что несколько раз 
измерялась некоторая величина 2, и получился ряд ее зна- 
чений с соответетвенными ошибками и нъсами 


Резтальтаты измерении величины Г: Фе 


Действительные ошибкы: А 
Средние оно. --- 2. ое р, В 
1еса наблюдений, .:- РП УЕ +2 


Мы можем 1, считать средним арифметнчесвим из равно- 
точных набаюдений со средней ошибкой =. Точно также мы 
можем считачь, что значения (». а. - + - @: НОЗУЧИЯИСЬ 
из рь 03 .. . бь равныоточных паблюдевый 60 средней 
=. В таком случае мы мюжем написать: 


ошибкой 


Е У. 


ПЕ м 
откуда ера о с с Ч. 
о м 
= р 
\. 
х опа ЖА Вр. - 70. 
` , р 
й 1 т , ы 2} 
1аконец 1... 
4. ; 
23 
откхча 4: р: =, Н.Е, чи. 


Ир эпл, ъак мы уже сказали, прелиолагается, что 
о О = о 
опрежезены с одннаковое точностью. Теперь мм вицим, что 
тмесло того, чтобы рассматривать результаты измерений 4, 4: 
3... нмеющие различную точность, мы можем взять 
уругие ря наблюдений: 


вес и ради е а 
Н т И и | нее «о 
состоящий нз [и узмеревий юлиси 
№ „» 4 4. 4. рома оттибтой 
с = 
> 


вчесто 9:  раг 4, Ч. 1. м. 5) } ен 
и 2 ошибкой 
состоящий из р. измерений Е 


Веего следовательно измерений будет 
рава... =[ р | 
Отсюда получаем 


О-о не... 
1— Е ю И 


о В Е: 


И ее 


ри ЧЕ» 92-5... 4: У] 


2) 


=%- = ЗИ 
рН... В [р] (2; 


Таким образом у нас исключилнсь все фиктивные ве- 
Дичины 


и мы получили формулу для веролтиейшего звачения вели- 
чины ( Но наблюдениям, обладающим различной точностью 
и имеющим следовательно различные веса. Из этой формулы 
опять лено, что веса произвольны. 


6. Средняя ошибка вероятнейшего значения искомой 
величины в случае наблюдений различной точности. 


Обратимся к вычислению средией ошибки веролтного 
значения искомой величины д. выведенного из наблюдений 
различной точности. Положны, что мы определяли некоторую 
величину 5 и получили для нее следующие значенил: 


м И 


99 


значения . . - - 4 (> 3. -- +. 08 
действ. ошибки . А» А: к о 
ВО - Ра 8... - 8 


Веролтнейшее значение ( величины д выражается тавой 
формулой 


—_ 9] 
1 


С целью вычисления средней ошибки величины 9, введем 
фиктивный ряд равноточных иаблюдений со средней ошиб- 
кой = отдельного наблюдения. Тогда средння ошибка Ё ве- 
роятнейтего значения 0 будет: 


= ь 
и Гм | 
так вак величину { можно расематривать как результат 
фи р 23-Е . . .+25=[] наблюдений одвнаковой 
точности. 


Действительные ошибки А; могут быть предетавлены 
в виде: 


Аи — а. Е. ЗА И... (8 


Введем в расемотрение отклонения г отдельных опреде- 
дений от вероятнейшего значения 4: 


ПЕ — Ч, = а. - -% =4 — 0. 


Н на оенованин этого сделаем замену в формулах (13) 


ДН, А: +94 ,... 


2—9 


Номы имели, что Ё=#— 0 ; втаком случае иолучаем: 


ба <, А = И, = 8-Е А,. „АЕ 
+ 


Бозьыеим предызущие равенства г квазрат: 


У =а-н2а АЕ 
№ = эм, ЕЕ 


Же ОЕ" 


Ошибки \, \,.... . А: еуть различны, 
точвость отдельных измерений (т, {» 8. . - - 08 


ТАК Ва 


незцина: 


кова. Помиожим каждое из предыдущих уравнений на со. 
ответетвующий вес и еложим почленао. Тогда, прндерживаяе 


обозначений Гаусса, будем иметь: 


ай = рр ар В" р] @5 


ИЦри большом чпеле наблюдений чаеи 21 [+ г. ] уоже 
отбросить, так как он будет неощузимо мал но первому з 
тону случанных ошибок. Нриниман во впимание, что 


й пап А] |=, 


ПИР: 1 
мы из уразнения (14) имеем: 
вел, = рее, |-Н 


И:ходя тгз поннтин 0 весах. мы можем 


Её — . 


и Де 


Но практически можно приняте 


(15) 


Написать 


или 


р м Е. Е 


Складывая почленно, получаем; 6 
А) 2 
[ре А, ] =" 


Полезавляя в \ранвеные (15). будем иметь 


= рн] += наи = в #] 


#—1 


Отеюда 


и Га] -----09 
| 

Цо этим формулам мы и можем вычислить средеюю 
ошибку отдельного измерения © весом, равпым единице, и- 
среднюю ошибку № вероятиейшего значения искомой ве- 
лИЧнНЫ. 

Приведем иример изложевной теорин. Положим, что не- 
который угол измерен четыре раза: в первый раз из трех 
вриемов получилась средняя величина 55° 45" 23", во второй 
раз из пяти приемов: 55° 48’ 25”, в третий раз из ошио 


приема 52° 45’ 91” и в четвертый раз из двух ирнемов 
55° 48’ 31". Найти вероятнейшее значение угла и среднюю 
отибку этого значения, 


зычисления располагаем так 


| Йругое вырашение 
результатов изхерепий | 


=Ф- | 


Веса 77 


ть бо 45 28” бо 0” 3 
9, 98 ди 5 
8 97 4” 3 
4. 31 28 8 з 
| — ——= и — 
Парезная. 559 45 ЭТ бо 8 09 49" Гри 


45 


—41) 19 

+09 | 0,31 4.05 
—01 | 0 (101 
+39 1551 3042 


Упрощенное вычисление срелнего арифметического зено 
из этой схемы. 

Оно получилось равным 55° 45’ 271 е весом 11. 
Средния ошибка, соответствующая единице веса, равна 


34 © „ 
== и р —= 5.3. Средняя ошибка окончательного 
= „” 
результата получилась равной = = РИ 8. 
, у 


7. Определение средней ошибки неноторой функции 
от наблюденных величин 


На практике нередко приходится измерять нете величнны, 
которые непосредственно нае интересуют, а такие, от кото- 
рых ннтересующая нас величина зависит. Таким образом вы- 
водимый иамн результат явллется функцией измеряемых ве- 
лНчии. 

Так, например, если мы хотим определить большую 
полуось и экецентриситет земного сферопда, то мы для этой 
цели разбиваем на поверхности земного сфероида трнангу- 
зяцию, и искомые величины являются функциями измерен- 
вых дуг и углов. 

Далее, если мы хогим определить широту меета, то мы 
для этой цели можем измерить зеиитное расстояпие кажой- 
нибудь звезды оволо меридиана, и широта явится в таком 
случае функцией зенитного расстояния, склонения гведы, 
отсчета уровня и т. д. 

И тавих примеров можно привести сколько-ттодно. 

Пуеть д 4503. . *- - 4 буть некоторые мзмеренные 
величины; ередние ошибка этих велнчнн назовем буквами 
Е 8, #3... . . 58 Поставим себе целью найти средниио 
ошибьу некоторой велнчины и, которая является функцией 
Обе, Е, 5 зе фа, т. 6. 


= (в, 1: в... .@)- 


а. — 


Чифференцаруя это выружение, получаем: 


о: 9 ль 90% 
Чи= & р,-Е и Ч -- акче= оз о № 
9, 
Е 
Полагая, что {и Е. Ир ==, , 9. т З ГЕ. 


ч1о при малости средних ошнбоы вполие во можно, и вводя 
обозначения 


получим 


А 


По закону случанных ошибок член. ‹тоищия л скобках, 
‹олжен быть величиной очезь малой и пому может быть 
отброшеи. В таком случае буцем иметь: 


®== р [4 а, ]: о . (т) 


116 =, 32. & ..-: 8 сУь средние ошибки величия 


Ч 4 48. - -. 1 а Л — ередния ошибка величины и. 


Так как веса обратно пропорциональны квадратам ере- 
них ошибок, то из выражения (17) получаем: 


тде Р сеть вес величины %, а ру дз р... ра СУТЬ 
веса величин а еее. 

Возьмем частный случай, когда № завиеит только от 
двух величин. 

Например, нусгь будет и =0: 2 4:; в этом случае 


5 


= 
Е — Е 1 мы мые == у = а 
т 1 = 
и р = == . В этом случае мы отбрасываем член 
т к ра р 
--2 в: =. ‚, Который моясиг быть в одном случае положитель- 
ным, в другом отрицательным, Таким образом, отбрасывая его, 


мы получаем среднее значение Л. 


Дели =: == 
ба и 1=- равноточны. 20 им 


и фр: — р. т. с. обе и;мерепные величины 


ий 8 об Е 
Ежа Зи т. = . Е = = э. 


Нодобным же образом иря 
И -Р а: |... НЯ 


и иеем: 


= и [= 


Для примера положны, что в тэеугольпике АВС изме- 
ревы углы Л и В со средней ошибкой = и точно иззесгна 
сторона а. Требуется пайти сторону 6 и ее средньно ошибку =ъ- 
Стерепа Ф определится по формуле” 


а т ВБ 
т А 
Логарифиируя, имеем - 


19 6 =а-+ у зи В— 19 яп А 


А 
Дифференцируя, получаем 


ф о вав-— соя АЧА 


Следовательно, по общей формуле получаем 


= 


ь === Исе А-сощр БВ. 


Для другого примера возьмем такой случай. Положим, что 
на Пулковекой Обсерватории в меридиане измерено зенитное 
расстояние 5—292° 52’ 2875 пекоторой ззезды, склонение 
которой равно -- 36° 53’ 55“2. Пусть ередняя отибка зенит- 
ного расстояния и склонения выражается чиелами =; == -0"5 и 
=; =+0“3. Найти широту места и среднюю отибку резтль- 
тата. Имеем 

. 
+==2--6=22°52’23"”. 5- 36° 58' 55". 2 =50° 46'15”.7. 


Среднюю ошнбку широты вычиеляем по формуле: 


=+ у. 0"25---0"09 =-0"6. 


Итак мы получаем следующий резузьтал: 


$=590° 46’ 15" 7.406. 


8. Способ наименьших квадратов. Приведение уравнений, | 
выражающих связь между неизвестными, к линейному 
виду. 

Перейдем тенерь к изложению так называемого способа. 
наимсныйпих квадратов. 


В астрономии н геодезии зветречаютси такие случаи, 
когда мы измеряем нли наблюдаем функции нескольких ве- 


Ст В 


личин и по этим измеренным или наблюденным значенням 
функций должны найти самые величины. Так, например, мы 
из наблюдений определяем склонения и примые восхождения 
кометы или малой планеты для пескольких моментов. Эти 
координаты небееного тела суть фунвцин элементов его орбнты. 
Конечная цель наша и заключается в нахождении этих эле- 
ментов. 

Или мы измеряем при помощи качаний маятников еиту 
тяжести в различных широтах. Эти значения вилы тяжестн 
суть функции силы тяжести на экваторе и сжагия земаого 
сфероида, найти которые мы ставим себе целью. 

В общем виде задача состоит в том, что по нескольким 
значениям функции # (4, 4» @8-..----0) нужно 
найти величины (1, @. . - - - 5, 0т которых эта функция 
зависие. При этом возможны три случая. 

Первый случай это тот, когда число уравнений, полу- 
ченных из наблюдений, меиыше чиела неизвестных; тогда, ко- 
нечто, решенне задачи иевсзможно. 


Во втором случае число невзвеетных равно числу урав- 
нений; тогда задача решается алгебраически. 


Наконец, иерецко бывает, что число уравнений превы- 
шает число неизвестных. В этом последнем случае нам необ- 
ходимо найти вероятнейшие значения нензвестпых, которые 
наилучшим образом удовлетворяли бы всем уравнениям. 


Когда чнело уравнеиин болыше числа неизвестных, го 
уравнения решаются по так называемому сиособу наименыних 
квадратов. Этот еп0соб был дан независимо друг от друга 
Гауссом и Лежандром, причем первый опубликовал его в 
1809 году, а второй в 1806 г. 

Ноложим, это наблюдения дают нам значення некоторых 
функций из, .... - 65 ©Т т неизвостиых т, у 2... 
Нрежде всего Докажем, что, ваковы бы ни были зависимости 
между и, и», из. . . из с одной стороны и 2, Я а 
< другой, эти зависимости всегда можно привести к линейному 
виду. Пусть будот 


м пои. .... 
т о... 


причем число ноизвестных равно и, а число уравнени 
еть 5, и 8 2. 

Еелн мы возьмом какис анбо 2 из всего числа $ ура 
внений, то мы можем точно решить их относительно из неиз 
вестных 2, 7. 2. . .. п таким образом будут нандены при 
ближенные значення г, 4. 3%... . .Э\их неизвестных 
В таком случае задлча сведотся к отысканию  попразо 
Аз, Лу, №... ск этьм приближенных значення. Самы 
же пеизлестные мы найдем по соотношеннязс 


& фу АУ: а. 

Положим, что наб.подения нан измерения дя функции 
Нн бе: = . . 1 даюг значения 0; 0. 0, .. О 
в действительными отибками Аи, А,, Аз... . А. Тогда 
5 Ш. а... А 


Нолдезавляя вместо нь, > Н.. ... 1х выражения 
в завиеимости от д, у, 5. . ., получаем; 


А с. м 
Ра А ое О 


( . @) 
о, 
Шо таБ как: 
® РАЯ У Ат БА. 
го имеем; 


А, (орал, уЕА, о -РАЬ .. 
А, бора, РА, а 


№ [| (ш-- Ат. Ау. 


ЕО 


Разлакая [1 (16-Е А", Ф-- Ал %-Н А. . -) по етроке Чен- 
злаеая , 
лора. находим: 


Ор НЙ 
ВИ, м. Л Ни ИЕ 2 жд 


0 
бу 6 
А те АР, \ и Е. 350% 
4 {= я “ 
А, М, =. т , оу А. . - — 05 
Значения функций ]е (те, У. 22...) п пх первых 
производных по =, 7,2... .. - МОТ быть вычислены, 


так как 20, 4, №... . . . нам извесгны, 
Зведем обозначения 


Ё: (Таз Ме, 20 и. 

Е т “. м. к 
Тогда нанги уравнения примуг вид: 
а АА Аура А2-- . с А 
ВА. Чу: №... т 
ее а а 


Тагим образом решение уравненнй (10) свелось к ре- 
шению 3 яннейных уравнений с ие неизвеесными. Кроме того, 
мы видим, что действительные онтибки представляются в внде 
чиневных функций от неизвестных. 


9. Услсвные уравнения. Нормальные уравнения 


На основанни выптеизложенного в (альнейлем мы можем 
Тасематриваль только линейные зависимости. Полаган зая 
определенности, что у пес имеется только три нензвеетных 
величины =, 9. 


примем за исходные нижеследующие $ ли- 
кейных уравнений 


Зое 


и ша уаая-аы 
и. ФИ-НЬ, уе 2 


= вау а-а 


Но наблюдения илн измерения для Нь Н» №. ..Н 
нам дают значения 0;, 0... . . . -08 © действигельньня 
опибками \,, \,. ... . .А. Новому имеем: 


А фе шару аа-т 


А №— ау реетиь ... (0) 
А 1—6 вату е-я. 
те 4, №, у и 0: суть некоторые числа. а А 
А,. . .. . Аз суть действительные ошибки. Уравнения (20 


называются условными. Если бы все напиг измерения и на 
блюдения были абеолютно точны, то в левых частнх ура 
неинй (20) должны были бы стоять вули. Веледетвие ж 
существования случайных ошибок левые частн этнх ура 
нений отличны от нулей, и мы можем искать толь 
вероятнейнтие значения неизвестных <, у, 2, наилучтим © 
разом удовлетворяющие всем уравнениям (20), чиело котор 
больше числа неизвестных. 53а вероятнейшне значения \ 
примем такие, прн которых сумма квадратов чействнтел 
ных ошибое будет наименьшей. Отсюда и снособ реп 
ния уравнений получает названне снособа наименьших квя 
лратов. 

Итак веролгнеишие значения неизвестных получаюте 
прн условии: 


А. А дит. 


Из дифференциального исчисления известно, что д 
этого должно быть: 


дА д\3 та 9 
А, др Аа 5 Е Е 0, 
ЧА: оА> ба 9\я =0, 
ее | ом ву 
9\: А, м 9А; 
о А Др Р---.- 1 о. 


Понятно, что таких уравневий должно быть столько 
слолько имеехся неизвестных. Пользуяеь уравнениями (20) 
мы из этих уравнений получаем: 


(2-Е ура рзтя) а 
-Н (аа НЙ уе гта. . 
. -Н @; 2-Н& ус 2-Е), 6, 
(а в ура ен) 
-Н (а, ж-ЕЫ уе а). . - 
хе - а х-- в уе 2-7 2: 0, 
(и ЗЫ уе т) а Е 
-Н (а. т-ЕЬ, уфе гие. . 
- + (@ &-Н& уе Ни ) 6 0. 


| 


ны 


————ы—д 


Соберем в этих уравнениях члены сх, 9. 2 отдельно; 


. > 
тогда, пользулеь обозначениями Таусса, получаем: 


[аа ;-- [а] у-Н[аба-Н [а =0 
[а &-- [Л у-+ [Бе] 2-6] =0 ва 0) 
[вер ь-- Шеру-Н[е е- [еп] =о ) 


Эти уравнения носят название нормальных. Пормальных 


уравнений мы всегда получаем столько, сколько имеется не- 
известных. 


Составление нормальных уравнений требует большого 
труда и вниманин, особенно если число неизвестных большое 
и коэффициенты условных уравнений дробные чпела е боль- 


шим числом деслтвчных анаков. Поэгому всегда реноме 
\уется проделывате контрольные вызисления. Чтобы состави: 
соотношении, дающие возможность проконтроянровать выклади 
произведенные при вычислении коэцирициенхов при’ неизвес 
ных и спободных членов пормальных уравнений, состав 
Сузпиы позфирициентов в условных уравнэниях (20) и обозпач 


эти суммы соотвегственно оуквами <, ^,, 88. , (5 т. в 


ан а-я 5 
ео ря, 8, 


Ро я 5 


Если мя ухножим первое из этих сбогношений ка а; 
второе и, ит. д; п заем сложич ночленно, то нолучны сл 
дующее гонтрольное зыражение: 


рав -Н [аб] [а-НТаи] Та 


г. е. стима козифищиентов первого нормального уравнени 
равна [а+|, 
Еели теже соотношения умнояим на [,, 1... 


затем на, с,. . - (3, ТО подооЕ 


гг и: образом получи 


Па НЕ ЕН 1-5 108] 
[га |5 Гос 15-1] [68] 
Птак контрольные формузи лают стуму козффицьент 
важдого из трех нормальных уравнений и следователяно 4 
кат дли проверкн вычислений этих коэффициентов. 


10. Решение нормальных уравнений по схеме Гаусс 
Средняя ошибка одного услевного уравнения. 


Излояшы теперь спогоб решении системы кормале 
уравнений, даниый Гауссом. Найдем › из первого уравне 


ы чё | — ар, [аы| (2 
т [в] Тая] ** т ы 


38 — 


и полетавим это значение во взбрее и трее уравнения, Вее- 
дем обозначения: 


__ 16] Гай | [46] [4] 


[861 [са 1: 105] — риа Пет 
[| — в . И Г [692 
[<] = | “ ты ! [ее] — ры [<#1]. 


Тора будем иметь 


[ИТ у-- Ме а-я 0 
161] у [ее] #-Н [ен] 6. 


Ризведем далее из иержого уравнения этой ноной сиехемих 
уогичину # 


[1]. в! | 


Л ^^ 08 


и пологавим это значение во второе уравиених. Взедя обозначения: 


Терри] 


Сев "А [се2] и |си/|— ты [272 ], 
ис :учим следукяние уравнение для величины 2: 
[«е2] 2--[ея] 0; Е 
1 ада 
в = а ее 125) 


ОШределив д но уравнению (25), зотем из уравнении 
Ги (23), последовахельню, вычислнем у и < 
Бели подетавьть найдеьные таким обръазом неизвестные 
в ииия исходные иги чак называемые условные ураглепия, 
0 1; травневия не удовлетворятея в гочноети, так как 
8 


54а — 


мы иодетавили не истинные, но лишь вероязнейтие значения 
величин 2, ), 2; поэгому в чевых чаегях будут не нуле, 
а некоторые ‘величины В ое ‚ иоторые на- 
зываютея остающимиея ошибвами. 

Среднюю ошибку одного уравнения мы могли бы вы- 
} | 

8 
ошибки А, былн нам извеетиы. Но так как мы не можем знать 
действительных ошибок, 10 надо попытатьел вычнелить вели- 
чину = иначе. Постараемся выразить = в зависимости от 
остающихеи оптибок 5:. Отберем из $ уравнений золько яз 
уравнений, т, е. столько, сколько иместен неизвестных. Ю‹- 
тив их, мы инолучны значения нензвесгных, точно удовлетво- 
рающие этим уравнениям. П таком случае сумма квадралов 
остаютихея ошибок должна расирелелиться на остальныю 
#-——2 уравнений. Следовательно 


6—0 = [#] 


чисанть по формуле = == 


- еслибы действительные 


или 


По этой формуле и опнеделястея срединя ошибка каж 
дого условного уравнения. 


И. Определение средних ошибок и весов вероятнейвих 
значений неизвестных. 


Цайдем теперь средпие ошибки везичнн 2, 3), 2, функция 
которых измерены пепосредетвенно, и подожны, что эти “из- 
меренил сделалы с одинаковой точностью. Вели бы мы могли 
найти +, у, 2 как функции ог измеряемых величин. т. е, 
02 0 би... 05, 10 наша задача могла би быть 
непосрелственио решена но изрестной нам формуле (18). 
Именно, если - 


и (бы в ды...) 


то средняя ошибка ®„ функини и определится по формуле 


= ра } а Е г ый 
3, [1,=], где}, суть частные производные Его @, т. е. 
ог 
1 в 
04 


Пусть ке будет: 


в ИО. -... ыы 
И 
ОВО Вотье об 


© 


Чтобы получить средине ошибки величин 2, У, 2, про- 
зифференцируем предыдущие выражения. Будем иметь: 


г А, Чи - А. а А. Чоз--. . А 90 | 
ау Вас В, аъ В Фа. . Ре . - (26) 
42 (С: Чи -| ©, 40, -|- (Сз @о-н. . Е (5 а 1 


Бели вил функций Г, [2. [2 нам извесчен, то будут 
известны н Д;, В, (2, и тогда мы по формулам (18) будем 


иметь: 


[ах 56 


Переходя к весам, получаем: 
р р: 
ТР» _ 2 

Кали ре № № -.-.. 


й - 
в [4.]. 


1, то 


Подобным же образом имесу: 


о 7 Е 
р ев 17% 


— 50 — 


Обратемел же и нашему случаю, когда измеренные зе- 
аичниы яванются линейными функциямя иекомых педнчин. 
Эти линейные завиепмости имели вых; 


и @зе_у-о 
2 ау С. 


5 ат уе 


Продифференцировав эти пыражения, получа 


Фа м И дура: 
Фы аз 47 -- № ау-р о @: 


Чи а; аг-Е вв ЧУ-Е с 42. 
Нотак нак в о А. то Че  Чое-р ЯМ. Делая 
подетановку, иозучаем: 


Ч а ЧЕ Чу а ЧЕ — 4 
9. а, @-НЬ, Чу о 42 — 4, с 


2 — @ ыы ба > | 


Сравним отн уравнения с условаыми уравнепиями (20°). 
Мы вилны, что и уравнениях (27) вместо исизнестных х. у.2 
и их целествительных онибок \,, А оо 0 
соответетвенто их днфференциалы, а величины 221,2. Из. . . 
заменоны дифференциалами (401, (0.. бэ. а таких 
образом очевнлно, то для нахождения вероятиейших значений 
дифференциалов (е, (4), 2 послужат следующие пормальные 
уравчення: 


[аа] аз--| 4] аут [ас] 42—40] 0 
[ба Ре -- [1% ] Чу-- [6] Ч —1 0%] 5 195) 
[са] @-Н [о | ау- [06] 4 — [90] в \ 


Из; этих нормальных уравнений мы по способу Гаусса 
выведом верояжнейнине значения (47, (у, Чё в виде: 


Ш - 


р ов. А; 403 
д) В. = В, 4,1. . - -- Бз 40% 
{2 О ча Фа... С; 00 


Коэффициенты Ав, 4... 5-45, о о 5 о В 
(и. С... .. Си поужат для вычиелевия весов веронг- 
нешпих значений 2. 9), 2. 


12. Другой способ определения весов вероятнейших 
значений неизвестных величин, 


Система (25) может быть решена проще, если мы воб- 
пользтемся способом неопределенпых множителей, 

Помножим первое, второе н третье уравнеиня системы (25} 
соответетвенно на Ог, 0. 0» сложим их потленно и определим 
зи множитези тат, чтобы коэффициент ири 2 был равен 74 
а коэффипиенты при у и 2 были разны нулю, Таким образом для 
определения множителей Ое, 4з; 4 будем ныметь уравнения 


[а Ое На-На! 1 
[ба] 9 Не 0 
[са] ©» + [6 ча ес 44 9, 


а лифференныяя 40 определижся нз уравнение 
а’ [ао] Фе — Шаораь + [640] 43. 

Собнрая члены © (/0;. (9, ее. 10; ‚ получаем 

Не (9 б-р Ч, (а, 9+ О. Но) 
о Фета 9) 

Сразинвад это уравпение с уравпениех 

Их — А би Е Або са 4, 
выеем- 

ибо: 0] 

а, бе -Рые-е в 4. ...... 69) 


о В 


ее: 


По этим уравнениям вычисляются йа аб: 
Помножим уралненил (29) соответственно на Ан, -1.,..., 
„4 и произведення сложнм. Тогда будом иметь: 


[47] [@; д. ] [№ А аь-Н[е ит Те - = 130) 


Далес мы можем показать, что Та Ча | ==1, | 4] 
1%] 0. 
Обратимся к уравнениям (27) и пренебрежем в них ве- 
зизияами А, ЧА, Ц... ЧА‹, как величинами 
ъторого порядка. Тогда уравнения (27) примут вид: 


Ч и а-ы Чу- с: 4а 
4, а, @е--Ь, ау-с, а: 


40 а Че--ь у- с: а. 


Первое из этих уравнений помножнм на А, второе 
на А. итд. и наконец последнее на „45. 'Говда получим: 


РА ао | [а А: Та -Н 1 Ар А 142. 


Сравинвая 270 выражение с выраженнем для Ох, полу- 


чзаемым через решенне нормальных уравнений (28), т.е. 
© внражением 


[А Чо» 1 9%, 
получаем 


1 


[№ 4. ] ти [4 4: ] е Фр 9 


Наконец находим 


а 1 
9. [4] ты 


Уравнення, служащие пля определения множнтелей 
Оь, 4, 4» вазываются фравнениами веса нензвестиого л. 
Нетрудно видеть, что они весьиа легко получаются из нор- 


и Ч 


чальных уразненин. Подобным ше образом определяютез веса 
других нензлествых. Уравнения леса нензвестного у нмеют вил: 


аа 9, На] бу - [а] 9, 0 
Гоа НИТ Фи +119, #1 
[ее а, Не] Фи + [ее |9, 0. 


Отоюда, похобно предыдущему, найдем, ч1о 


% [В р 


и 


Уравнения веса неизвесзного 2 нанимутся гак: 


Г аа] 4.1, 1 ав] 9. 0 
Пе ЕТ, 619 0%... 60 
Гса 1 аи + [во 1, Нес] 9 В 


Отсюда легко выводим, что 
1 #2 | 
9: Р Г С: 1 


Зная веса Р., Ру. Р-, по извеегным форихзам находим 
у ’ ы 


ередние ошибки нонзвеестных 2, 9, 2, а именно: ` 
Ве } гр О = и Я: 
Ув у 27 ИР, х 
Ге г У 0: 
ГР ус 


13. Практические указания относительно определения 
весов исномых величин. 
Необходимо иметь в виду, что решение нормальных 


уравнений но слоеобу Гауеса попутно даех вес последнего 
неизвестного. Именно вос носледнего непзвостиого равняется 


—% 40 —- 


хоэффициенту при нем в поеледнем уравнении преобра- 
зованной системы, т. е. Р. [сес 2] в случае трех неиз- 
вестных. К этому приводит непосрецетвенное решенне урав- 


нений (31), хающее © › если принять во внимз- 


и 
166 2] 
ине, чго зля этого елучая в нормальных уравнениях, опр: 1е- 
яющих величины 2, 9, 2. падо положить [9] [0] 0 
и [с]  — 1, всяедетвие чего выйдез [621] 0,1] —1 
и [7 2} —1 

Далее’легко находится вес Ру ирециюследннго неизвест- 
ного. именно для этого будет служить формула: 


р, РИ с) 


не 


Докажем это. Положим, чзо нормальные уравнения рэ- 
шены, и вес Л последнего неизвестного получен, т. е. 


р: 1221 
Расирывал значение енузола [сс 2|, имеем. 


Р [082] Гао — Че иЫ ет 


Тези теперь переставимх у на место с ни обратно, 19 
ко ффициент при у в последнем преобразованном уравнении 
получитен, если мы в выражении [66 2] букву с заменим 
буквою @ п обраню. Тогда найдем 


671 [662] 


в вии 
а 16611 16271 ИТ 
се р В} Жыи 


Таким образом, ревтив пормальные уравнения, по спо- 
60бу Гаусса, мы тотчас же определяем веса двух нен-звестпых. 


Иа = 


г аучие трех нензвестных это будут веса неизвестных 2 ну 
Ч. ти далее мы неизвестное 2 «делаем последним неизвестных 
‹ мова решим пормальные уравпения по епособу Гаусса, 10 
мы очень иросто будем иметь вее неизвестного 5. 

Подобным же образом пало поступать при определении 
зсов и в случае большего числа неизвестных, и В эгом елу- 
"ау дая иаховденни весов зсех неизвестных можно огрази“- 

аться вдвое меньшим, ло сралнению с количеством непзвест- 

‚ых, чнелом переделок решения нормальных уравнений, таг 
так каждое решение при новом распределении неизвестных 
лает нам веса цвух из них 


14. Схема решения нормальных уравнений, 


Решение нормальных уравнений следует вести но он- 
1и доленной схеме па двух зистах бумаги, главном (4 и вено- 
могательном (В). 

На страннцах 42 и 43 дана схема решения нормаль- 
ных уравнений © тремя неизвестных. 


Пролевочияе 
коэффициенты. 
| аа] ® [а и-Нае|а- [ая] о [ а] 
ве [х- Е [уе е-Н и | о 185] 
1 са] не у-Н [ее ]а-— [с] о 12] 
ре] 16] |2] [и"] [7] 


На левой страпице (тлавцом лиете) вычиеленне ведегся 
№, горизонтальным строкам. Правая страница составляех веио- 
м патезьный лист, расграфаениый вертикальными колоннами 
яодогнанными но размерам в главному листу; он перегибается 
1 сладываежя по черпым тормзонгальным чертам. Схема 
заполняется но строкам и столбцам в порядке, указанном 
р сставленными нумерамя. 


Сехма. — 42 — кт А 


) Гат] | Гаа | 


(о 


Ср мер | Гав] | ораьр | 99 Гас] 


[96] 46] 


т | ай | [ав | | 
о 1%) | аа ] у Гая | 6 Гав] 
0 Ги 60 [| [А 1%] 
[0 | ] | 
5 Габи | __ [ав || ав | ра рае | № 
м | [аа | [аа ] 1 че ] 


[ча | 


(8) 161] 
% - 
СЕ, Е. Е 69 [61| 


11| 16 1] 
ОТ] 9 [66 1] 


10) у Е 


[1611 
1561] 


99 |461] 


Гсп ] Ге] 


—_ | ае | [мя —_ ТГ ае раб} | 
[аа | Гав 


Вел [| 
21 о 
4-й 5 


1567161 | 1661 | [бет 
т Го Е! 


(22) у (15) [<#2| [ее] 
{23} 9 у ВОР 109 [02] 9 [сс 21 


| 


|163 | 


Схема. 4 ист В 


(4) (5) 


159 [ар] 199 [ас ] 


146] [ой 1 Гас 1 Гат] 
И | в | & 9 Гаа | 
т. аъ тиб | №9 че | рае] 


| а] [ма | 


Гаю [ие] 
| 


(11) 


6911] 


09 


1] 


[6е /| Вет] 
1551] 


ие и Л 
126 


— 44 — 


Пример. Приведем теперь пример ня вычисление 
способу наименьших квадратов. 

Ири определенен географической пироты т. Подолье 
наб.нодялись семь звезд пассежным инструментом, установ 
ным в первом вертикале. Паблюдеиня каждой звезды приве; 
к уравнелию. содержащему три неизвестиых велнчнны: с— в 
аимационную ошибку ниструмента, а — погрешноель в азим 
инструмента и л`— часовую перемену азнмута инотрумен: 

Начальных уравнения имеют следующий вил: 


1) Е 18е- 1.46 а— 9.07 х-6 178 и 
2} -— 2.506-[2 .22 а—1.18#—15.8 0 
3) ме в. а —0.21=2—16.35 0 
4) --1516-Т.51 @-- 0.205 90.3 о 
5 1. е-- Т.В а 90 о 
6) = С-ЕО .131а—0.05 5 8.15 0 
1) = е 0 .093а- 0.025- 7.63 1 


Опредехить с, а и х но снособу нанменьших ивадрая 
Обозначим нозффициенты при лервом неизвестном буквой 
при втором буквой { н при третьем буквой с, извоети 
члены уравнений буквой # © соответственными значказми 
будем составаять козффициенты трех нормальных уравнени 
ользунсь для перемноженнй табянцамн Крелдя. 

Расположим вычиеления по следующей схеме: 


аа ГИ ас ай 
1, 3.1684 | 2.6344 4,2186 -- 51.651 
Е 6.2500 — 5.5500 -1- 4.4500 -Р 4А.50н 
5 11.2896 —10.1856 -Р 0.7056 ‚930 
4} 3.2761 -- 2.7381 - 0.3620 2: Я 
э} 2.5900 2.3290 8.0260 -- 125.300 
6) 1.0000 -Е 0.1310 — 0.0508 2 $150 
2) 1.0000 -- 0.0920 -- 0.0200 -- т.630 
—-528.8141 —18.0741 — 1.7110 Е 199.948 

19а] [м] Гас] [ат] 


— 4В — 


6 с фр сс сп 


, 2,1904 — 3.5070 -- 26 844 5.6169 — 42.156 
4.9254 — 5.9516 — 40.404 5.1654 | 32.896 
10.3041 — 0.6741 — 52.484 9.01АТ | 3.454 


3} 2.2801 - 0.3020 -! 30.658 0.0400 -- 4.060 
Й 1.5769 —г 2.4356 — 12.380 3.1684 — 16.020 
[8 й.0172 — 0.0066 -- 1.060 0.0725 — 0.408 
И 0.0085 -[ 0.0015 -Р 0.702 0 0004 -- 0.153 


--21.6056 — 5.3075 — 46.452 Е 12.0407 — 15.571 
[56] [1] 12%} [56] [ея] 


Аян проверки этих вычислений ооразуем суммы коэффи- 
нертов начальных уравнений: < @Тутоти. 


$ 
1} -{ 15.0% [@] — 1.97 
2) — 20.26 16] —10.013 
3} — 16.11 14] — 3.41 
4) { 23.52 [7 ]-510.33 
5) — 1.55 
6) 9.2 [8] 15.368 


ту-- 5.742 
[$] -- 15.963 


Поверкой вычислелия сумы $ служит слелующие ра 
негво;: 


ы аа-а-ны 


Бичнелнм далее следующие тры стозбцие 


(5 3 65 
} = 33.2658 -- 27.0612 — 44.245 
:} —- 50.650 — 44.0778 —= 36.0625 


56.1456 — 55.6391 —- 3.501 
| — 43162 -{ 35.9652 + 4.1540 


5) + 12.8320 
5) -- 9.2810 
т) < 8.1420 


—-213.9860 


[аз] 


— 46 — 
— 10.3485 
+ 1.2098 
+ 0.8044 
— 43.3168 
[65] 


— 13.4390 
— 6.4616 
+ 0.1748 


— 
— 13.6852 | 


Теперь верность коэффициентов нормальных уравнени 
< цостаточною степень точностию обиаруживаетея следующие 


расчетом: 


[аа] 28.8141 
[40] — 13.071 
[а] — 1л5т0 
[а - 159.9480 


[а] + 213.9860 


[6] -- 18.0та1 
[6] 21.6056 
[0] — 5.3975 
[6*| —46.4520 


[25] — 48.3180 


[с@] — 1.1570 
[<] -— 5.3975 
[се] -- 12.0407 
[сп] — 18.5710 


[с5] — 13.6848 


Итак, нормальные уравненил, подлежатие решеник 
имеют следующий вид; 


Р) 28.37 с —13.07 а— 1.75721 199.94 0 
2) —13.07 с-- 21.61 9—- 5.398+ — 46.45 0 
3) — 1.757с— 5.3989--12.04 #— 18.57 0. 


Двя того чтобы иайти веса всех трех нензвестных. ре 
щаем эти уравнения дважны, причем во втором решенин не 
реставляем места первого и третьяго уравнений; таким обр: 
зом вторичному решению будет подлежаль еистема тех я 
уравнений в следующей форме: 


1) -Е 12.04 х— 5.3988— ВЛ5Те — 


195т о 


2) — 5.3985--21.61 а— 13.07 с— 46.45 0 


3) — 1.1515 — 13.07 а-- 28.87 с-- 


Оба решения ведем парахяедьно. 


199.954 9 


Е 


Оба решения расположены совершенно согласно с при- 
зеденною на стр. 42 и 48 схемою решения, причем под каждым 
решением приведены логарвонн, вынисанные на вепомога- 
зельных листах, й 


1-е решение. 


= 199-94 25.57 1307 = 1.757 
2.3009 1.4604 1.1168 0.2445» ^ 
0.8405 9.65591 8.1544» 

— 6.926 

— 0.071 ‚— 46.45 +2151  — 5.398 

РЕВ ЧОН 0 — (9.796 

< — 548 = 44.06 15.609 — 6.194 
1.6442 1.1956 0.7920. 
0.4456 9.5964, 

— 3.509 
— 0.4:5 | — 18.57 + 12.04 
а 82 | вм —оп 
0.5145» _- 17-40 — 2.45 
== 11.00 9.48 
1.0414 0.9768 
0.06.6 
я о — 16 
Вепомонопельный лист. 
1.1163» 0.2445» 
1.9568» 1.0858 
0.7722 9.0292 
9.3007 =” 
0.7920. 
1.344 06а 


0,3381 


2-0е решение. 


— 18.57 -Ё 12.04 — 5.598 — 1.150 
1.2688н 1.0806 0.7228 0.2446, 
6.1882» 9.6516» 9.1642. 

-{ 1.548 

— 1.287 — 46.45 —- 21.61 ЕЕ 

— 1.466 — 5.38  — 2.42 40.75 

в — 16 5415 | 19.19 13.66 
1.7386 1.2881 11418. 
0.4555. 9.8587» 

{+ 2.554 
— 6.122 —{ 199.94 + 28.87 
а — 8.27 — Эл — 0.26 
0,5145 — 39.57 — 10.01 
—- 137.06 —- 13.60 
$1977 1.2695 
0.9282 
г 


Вепомонипельный лист. 


0.7322 1,2445 
0.9204 0.4830 
0.3528 9.4090 
9.8964 — 
1.1418 
1.5973 
7.0005 


Вева неизвестных определяются: 


из 1-го решеннн Ре 9.45... _ [0.9768] 
из 90 решения В. 18.60. . . [1.2695] 


Для определения веса Рь неизвестнако @ нользуе 
выражением (32) для веса предпоеледняго неизвестнаго 
определяем его дважды: 


и 


75.69 


1 ре Е 8 РА 09 
и 1 решения и 5.4 КОИ 12.47 [1.0958] 
19.19 
Е Я] = 
из 2 решения Ви 18.60 65 12.41. .. [1.0960] 


В среднем получаем Р, 12.47 

Длн нахождения срецней ошибки, соответствующей еди- 
нице веса, вычисляем но каждому нз семн начальных ураз- 
нений количества 5 и 62 следующим образом: 


— 6.845 Ъ. 8.27 — 6.15 й 5 и 

10) 1509 — 4.8% --2/97 -- 0.65 0.4096 
2) +2120 — 1.26 208 — 2.18 4.1524 
8 239 — 10.50 025 189 8.5721 
4) —15.35 — 49: — 0.25 — 0.22 0.0484 
5) ЕН — 4.43 —2.08 — 1.14 12996 
6) — 848 —— 043 --0.05 —90.76 04900 
9) — 843 — 030 — 0.02 — 1.47 1.3680 

11.9110 


Определяем тенерь среднюю ошибку, соответствующую 
езнтице веса: « 


у 11.94 
9 гы М НИ 69 т [0.2378] 


Нри нимая во внимание вышевычисленные веса полу- 
ченных значений неизвестных, находни оБончачельные ре- 
зультаты решения задачн следующие: 


с — 848 0"40; & — 3.215 0.49: 1 — 1/16 0.56. 


15. Составление чормальных уравнений в случае, когда 
наблюдения обладают различной точностью. 


Иногда по епособу налменьших квадратов приходится 
решать уравнения, обладающие различными весами. Положим, 
что мы илеем нижеследующие условные уравнения: 


8 — 


а д-ЬЫ Уаз о © вегом р: 
в Ж-ЕЬЬ уе 0 © весом р» 
в -Н ву о с вегом 72 


Для проетоты мы опять ограничимся тремя нензвестными. 
Чтобы свести эти уравнения к уравненням, обладающим 
одинаковыми весами, надо квадрат действительной ошнбкн ка- 
зидого уравыения помножить на его вес. Тогда, условие для опре- 
деления веролтнейших значений нензвестных напишетея так: 


фа А-а М... Ев А тат. 


Исходя из этого условия, напишем нормальные уравие- 
пия в следующем виде: 


Гаара Гавр] у-- Гаср] =-НГ[ ар] о 
Гар] е-Н [р у-Н[ бер] 2-6] ор. . (83) 
Гсар | #-НГ ебр ] у-Н [сер] 2-Н[сир] о 


Решение этих травнений не представляет ннкаких за- 
труднений, 

Мы легко можем привести их к уже известному нам 
виду, если введем следующне обозначения: 


у 
а, — Ур. В в; ь, Ув $ @— ФИ р } у; я, Уз. 


Тогда нормальная система (33) примет такой же вид, 
какой нмела система (22), а именно: 


[ва ]е-Н[а]у-Н[ае]е-Н[ ан] о 
Ра а-НБТУ-НГЬ с а-НИж] о 
[са «Небес о. 


Поэтому на елучае уравнений, обладающих различными 
весами, больше останавливаться не будем. 


16. Определение неизвестных по способу наименьших 
квадратов при существовании условий. 


Перейдем к решению одной задачи, засто встречаю- 
щейся зв теодезии. Мы имеем в виду случай, когда при- 
ходитсн измерять величины. находящиеся друг © другом в 
определенной зависимости. Например, если из некоторой точки 
мы измеряем углы между направлениями на видимые со всех 
сторон предметы, то сумма углов вокруг этой точкн должна 
быть равна 360°. Поэтому, теоретически рассуждая. мы могли 
бы измерить не все углы, а на один меньше, и вычитанием 
из 360° суммы измеренных углов получить последний толь 
Но в виду того, что иаши измерения подвержены ошибкам, 
мы, измеривиги все углы, в сумме не получим 360°. На этом 
основании в геодезической практике измеряют все углы, а за- 
тем проязводитея уравнивание измерений путем распределения 
ошибок по известным правилам на величины всех углов, 

Положим, что измерения ТН величии дали ре- 
зультаты: 


1: 0, бб --- 6 
Назовем вероятяейшие поправки, которые надо приба- 
вить к результатам измерений, соответелвенно буквами 


т. 


в * * = 8. 
Таким образом исправленные ведичииы будут иметь вид: 


Е о О 


Положим. что истинные значения измеряемых зеличин 
связаны некоторыми зависнмостями, которые имеют вил: 


(ола , ба... .. 08-Р 28) 0 
Е (о -Е аа в а: _ и .. (84) 
И ‚ = &) 0. 


Мы приняли, что число этих зависимостей равно &, где? 
меньше числа $ искомых величии. Еели бы мы в уравнения (34) 


. + 


р 


Г 
подставили не исгравленные нэличины, а измеренвые, то 
в правых чаетнх получили бы не нули, а некоторые числа, 
9, п... .т, И мы имели бы: 


Па (би ь ба, бу - -- 05) = 
В (6: 0. ,. - --0) — % 
ОО, бо ее 


По нашим предположениям вероятпейние значения из- 
меряемых величин получатся в том случае, если сумма квад- 
ратов поиравок будет наименьитей, т. ©. 

р ь Е. 

2 Ея ет. . -..-,  яметит. - . (85) 

Разложам уеловные уравнения (34) в ряд по строке 
Тейлора: 


Е (об, 0,- бя) а 


_ 
фо" о | 
Е (9.6.04. 0-Е к э-- | 

ГУ? ОВ А 


Ч 9 м ма 


Вве, бознач р ол 
Е начения = НЕ —- 
вес даль Ч дль 


щ 


бр. . .3 тогла 


условные уравнения напишутся таб: 


наз ааа -Р. Е д 
ть ы ааа, Р-Р. с о). - (86) 


НН => 


Эта система заключает в еебе & уравнений, и таким 06- 
разом мы привели услевные уравнения к лннейному виду. 
Из уеловия (55) следует: 


аа рф ра, аа, р... 5 ав 0... (81) 
Проднфференнировав $ условных уравнений (36), по- 
лучаем: 
а ан - а -ра, а... ао о 
В, аи Ро ааа Е... в ае о | . (38) 


р 


Из системы (38) мы можем выразить $ дифференциалов 
Ях, Чи», @е). . ... Я: через $— остальных дифферен- 
циалов; подставляя их выражения в уравнение (37), мы получим 
уравнение с $— дифференциалами, коэффициенты при хо- 
торых будут функциями $ поправок 2, 2, Я... >... 
Йриравняв эти коэффициеиты нулю, получим $— уравнений, 
которые вместе © $ условными уравнениями (36) составят 
систему 5; уравиений с $ неизвестными поправками 3, 25, 
х.. . . 4. Через решение этих 5$ уравиений и определятся 
самые поправки. 


17. Способ коррелат. 


На практике очень часто бывает выгоднее и удобнее 
для решения рассмотренной в предыдущем параграфе задачи 
пользоваться способом неопределенпых мпожителей или тав 
называемым ©00с0бом хоррелет, предложеиным Гауссом. 

Умвожим каждое из уравнений (38) на неопределенные 
множители /и, 1», А)... , № и сложим их почленно. Тогда 
получим: 


а Е. . аж (НВ -. .. Ч . 
(- На. из . } тя 0. 


Сравиим это выражение с выражением (87) п прирав- 
пяем коэффициенты при одинаковых дифференциалах. В та- 
ком случае будем иметь: 


= В 


Е” а ЕВ Ра. 
2 — НВ. Л.Е ге 


. (39) 
я ЕН 
Множнтеан №, А„ р... . .й называются корре- 
латами. Таким образом поправки да, 24... . 4 выра- 


эжаютел линейным образом через коррелаты, и вев дело 
сводвтея к определенню коррелат. Подетавим значения дл, 
я... ..--з Выраженвые через коррелаты, в уелов- 
ные уравнения (36). Тогда получим следующие & уравнепий 


е $ ивизвеетными йа, №. а. ре. : 


а (и м НЫ №. . „А-а (НЕ. . +... 
<: ая (ав би -- и 0 

(и а -РЫ. м НЫ. . +. - 
мо не Е а ь 0 


Собирая члены © №. ....., получаем вормаль- 
ные уравнеиия коррелат, & имеине: 


Гаа | -Н [а] №. ож о 
[ба а НГ]. о 


Через решение этой системы, содержащей & уравнений, 


определяютея коррелаты и, А... ... .№ . Подставляя 
значения коррелат в уравнения (39), найдем вероятнейшие 
значения повравок 21, 2... .. 8. 


18. Применение способа коррелат к случаю, ногда 
наблюдения обладают различною точностью. 
Обозначив веса наблюдений бубвами 71, р... . - Рз,› 


мы легко убедимел, что уравнение (37) в этом случае обра- 
тнтея в такое 


риа ал - ра. . . реа 425 — 0. 


Уравнения (38), очевидно, останутся без перемены. Для 
определения поправок в завнсимости от коррелат мы будем 
иметь уравнения: 


ЕЯ] а. ... 
д @Н--ыРв.... 10) 


Рак вы НЕ --.... 


Нормальные уравиения коррелат в этом случае будут 
иметь вид: 


Решив эти уравнения относительно коррелазт, поправки 
2, 2, 2. . . . Же найдем из уравиений (40). 

Пояесним вышеизложенную теорию примерами, 

Положим, что в плоском треугольнике с одинаковою 
точностью измерены три угла и получены результаты А, 
Ви С Сумма этих углов равна А-- В-- О 180°0'30”, 
т. е. отличается от 180° на 30”. Требуется придать к нзме- 
ненным углам такие поправки, чтобы сумма исправленных 
углов равнялась 180°, а сумма квадратов поправок была на- 
именыпая. 

Обозначим поправки углов буквами @, 6, с. Условное 
уравнение, связывающее эти поправки, будет: 


а-н‚о--с- 30” — 0. 


Выражая каждую из поправох через коррелал #, но- 
лучаем 


(10 4 1% 


5 
и нормаяьиое уравнение коррелат будет: 
эА--30” 0, 
откуда $ 10”. 


Слеловательно, певязку треугольпика падо рголелить на 

се три угла поровну. 
Теперь иоложам, что в илоском треугольнике измерены 
углы А, Ви Се уазною точностьо, и веса измерений суть 
2 596 Зи 3. Нусть иовязка треугольника в этом 


случае будет 33”. 
В этом случае условное уравнение имеет вид: 
ао 33” о 


Поправин выразятся через коррелат следующим образом 


Е Ё й 
а №6 2 не з 


Нормальное уравнение для определения № будет 
у ие 
р ( 1" пая $ +3 0 
а “ 
или е 1-33 0, откуда Ё—— 18", 
о 


И мы получаем следующие поправки углов: 


> — 15°. 6. — Тине — 6“. 


к: 
х 


х 


